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По сравнению с первым изданием существенно расширено множество рассмотренных специальных 

критериев нормальности. Всё множество критериев проранжировано по мощности относительно ряда 
близких конкурирующих гипотез, что облегчает выбор наиболее предпочтительных критериев. Показано, 
что в приложениях свойства критериев могут существенно изменяться вследствие наличия ошибок 
округления, и это необходимо учитывать при формировании статистических выводов. 
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Жизнь не стоит на месте.  

 

Оказалось, что не все критерии нормальности были охвачены в первом издании руководства 

(2015) [132], появились новые критерии.  

 

В современных условиях стало очевидным наличие весомых факторов, приводящих к изменению 

свойств статистических критериев и исключающих возможность применения классических 

результатов.  

 

Например, сам факт округления результатов измерений ограничивает возможность применения 

критериев проверки статистических гипотез по большим выборкам и может отражаться на  

результатах статистических выводов при анализе высокоточных измерений при любых объёмах 

выборок. В настоящем руководстве эта проблема обсуждается.  

 

Кроме этого, сделана попытка проранжировать всё множество критериев нормальности по 

мощности относительно рассмотренных конкурирующих законов. 
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Применение специальных критериев, ориентированных только на проверку гипотезы о 

принадлежности анализируемых данных нормальному закону, рассматривается в разделе 2.  

Применение для проверки нормальности непараметрических критериев согласия рассматри-

вается в разделе 3. 

Применение для проверки нормальности критериев согласия типа 2  рассматривается в разделе 

4. 

В разделе 5 можество всех критериев нормальности упорядочивается по мощности 

относительно рассматриваемых в руководстве конкурирующих гипотез. А далее критерии 

ранжируются по сумме мест, занятых критериями в этих упорядоченных рядах. На полученные 

рейтинги можно ориентироваться при выборе наиболее предпочтительных критериев для 

использования в приложениях. 

В разделе 6 рассматривается проверка нормальности погрешностей в классических 

экспериментах. 

В разделе 7 обсуждаются некоторые проблемы, связанные с использованием критериев в 

“нестандартных” ситуациях и применением современных технологий в задачах анализа данных. 

В разделе 8 обсуждаются проблемы, связанные с влиянием ошибок округления на свойства 

критериев нормальности, а также предлагаются подходы и средства для решения этих проблем в 

приложениях. 

Большинство таблиц процентных точек (квантилей), необходимых при формировании 

статистического вывода по соответствующему критерию, для удобства вставлены в параграфы с 

описанием свойств этого критерия, так же, как и таблицы с оценками мощности. В приложение 

вынесены лишь наиболее громоздкие таблицы. 
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1.2. Конкурирующие гипотезы 

В данном руководстве при исследовании распределений статистик проверяемой гипотезе 0H  

всегда соответствует принадлежность наблюдаемой выборки нормальному закону распределения 
2

0
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.  (1.9) 

В качестве таких конкурирующих гипотез при исследовании мощности критериев 

рассматриваются:  

конкурирующая гипотеза 1H  соответствует обобщённому нормальному закону (семейству 

распределений) с плотностью 
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и параметром формы 2 4  ;  

гипотеза 2H  – распределению Лапласа с плотностью 
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гипотеза 3H  – логистическому распределению с плотностью  
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Рис. 1.5. Плотности законов распределения, соответствующие 

рассматриваемым гипотезам 0H , 1H , 2H , 3H  
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Для того, чтобы оценить возможности критериев по распознаванию асимметричных альтернатив, 

в дополнение к 1H , 2H  и 3H  иногда будут рассматриваться конкурирующие гипотезы 4H , соответ-

ствующая распределению минимального значения с плотностью 

 0 0

1 1 1

1
( ) exp exp

x x
f x

      
   
     

,   (1.13) 

где ( , )x   , с параметрами 0 0.38  , 1 0.8  , и 5H , соответствующая распределению 

максимального значения с плотностью  

 0 0

1 1 1

1
( ) exp exp

x x
f x

      
     
     

,   (1.14) 

и параметрами 0 0.38   , 1 0.8  . 

 

При таких значениях параметров плотности (1.13) и (1.14) наиболее близки к плотности 

стандартного нормального закона. Функции плотности законов, соответствующие 0H , 4H  и 5H , 

представлены на рис. 1.6. 
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Рис. 1.6. Плотности распределений, соответствующие  

гипотезам 0H , 4H , 5H  

 

Мощность всех критериев исследована относительно указанных конкурирующих гипотез. 
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2. Специальные критерии проверки отклонения от нормального закона 

Можество рассмотренных специальных критериев расширено за счет исследования следующих 

критериев. 

1. Модификация Гелы–Гаствирта критерия проверки на симметричность и нулевой коэффициент 

эксцесса (Gel–Gastwirth Test) [41], (2008). 

2. Энтропийный критерий нормальности Васичека [87], (1976). 

3. Энтропийный критерий Корреа [20], (1995).  

4. Энтропийный критерий Ван Эса [86], (1992). 

5. Энтропийный критерий Эбрахими [31], (1994). 

6. Энтропийные критерии Заманзаде–Аргами [93], (2012). 

7. Критерии Локка–Сперриера [65, 66], (1976, 1977). 

8. Критерий Мартинеса–Иглевича [67], (1981). 

9. Критерий Филлибена [33], (1975). 

10. Критерий Шапиро– Франциа [76], (1976). 

11. Критерий Вайсберга–Бингема [92], (1975). 

12. Критерий  Жанга [98], (1999). 

13. Критерий Лина–Мудхолкара [64], (1980).  

14. Критерий Чена–Шапиро [16], (2012). 

15. Критерий Бонетта–Сейер [11], (2002). 

16. Критерий Али-Чорго-Ревеса [1, 2], (1985, 1992). 

17. Критерии Бонтемпса–Меддахи [12], (2005). 

18. Критерии Десгань–Мишо [26], [27], (2013, 2018). 
19. Критерии Оя [70], (1981). Нами предложена модификация (2022). 

20. Критерий Чена [17, 18], (2009, 2014). 

21. Критерий Брис–Хьюберт–Стройфа [14], (2008). 

Q
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3. Непараметрические критерии согласия при проверке нормальности 

3.1. Критерий Колмогорова 

3.2. Критерий Купера 

3.3. Критерий Крамера–Мизеса–Смирнова 

3.4. Критерий Ватсона 

3.5. Критерий Андерсона–Дарлинга 

3.6. Критерии Жанга ,  и . 

 

4. Критерии согласия типа хи-квадрат при проверке нормальности 

4.1. Критерий согласия χ
2
 Пирсона 

4.2. Критерий согласия Никулина–Рао–Робсона 

  

KZ CZ AZ
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5. Ранжирование критериев нормальности по мощности  

Имея в наличии целый арсенал критериев, специалисту в конкретной области желательно знать, 

применение каких критериев является предпочтительным. Желательно, чтобы при заданной 

вероятности   ошибки 1-го рода критерий обеспечивал минимальную вероятность   ошибки 2-го 

рода. Другими словами, желательно, чтобы критерий обладал максимальной мощностью 1   

относительно рассматриваемых (близких) конкурирующих законов.  

 

На основании оценок мощности, показанной критериями относительно 1H , 2H  и 3H , уже можно 

отдавать предпочтение тем или иным критериям, отказываясь от тех, которые не зарекомендовали себя 

способностью, например, отличать от 0H  гипотезы типа 1H  и 3H . 

 

В таблице 5.1 все рассмотренные критерии проверки нормальности упорядочены по убыванию 

мощности относительно конкурирующих гипотез 1H , 2H , 3H  (по величине мощности 1  , 

проявленной критериями при 50n   и заданном уровне значимости 0.1  ). Серым цветом в ячейках 

таблицы, как и ранее, отмечены критерии, для которых в процессе исследования мощности 

относительно соответствующей гипотезы была выявлена смещенность критерия, то есть при 

некоторых, как правило, небольших n  было обнаружено, что 1   . 

 

Уже то, как зарекомендовал себя соответствующий критерий по мощности относительно 

соответствующей гипотезы, является определённой характеристикой. Очевидно, что предпочтительней 

применять критерии, оказавшиеся в верхних частях соответствующих столбцов. 
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Т а б л и ц а  5.1 

Упорядоченность критериев нормальности по мощности относительно гипотез 1 3H - H  ( 50n  , 0.1  ) 

№ 1H  1- 2H  1- 3H  1- 

1 Десгань–Мишо EPDX  0.451 Шпигельхальтера 0.790 Гелы–Гаствирта  0.378 

2 Корреа 0.441 Гелы–Гаствирта  0.753 Заманзаде–Аргами 2TZ  0.366 

3 Васичека 0.434 Заманзаде–Аргами 2TZ  0.752 Хегази–Грина 2T  0.359 

4 Эбрахими 0.434 Гаствирта 0.731 Харке–Бера  0.349 

5 Д`Агостино 2Z  0.428 Хегази–Грина 2T  0.723 
Бонтемпса–Меддахи 

3_ 4BM  0.349 

6 Оя 12T  0.406 Гири 0.722 Д`Агостино pE  0.347 

7 
Дэвида–Хартли–

Пирсона  
0.400 Бонетта–Сейер  0.722 Шпигельхальтера 0.343 

8 Гири 0.394 Десгань–Мишо APDX  0.705 
Бонтемпса–Меддахи 

3_ 6BM  0.342 

9 Бонетта–Сейер  0.394 Десгань–Мишо EPDX  0.705 Филлибена 0.340 

10 Шапиро–Уилка 0.389 Филлибена 0.699 Шапиро-Франциа  0.333 

11 Гаствирта 0.384 Заманзаде–Аргами 1TZ  0.695 Вайсберга-Бингема  0.333 

12 Чена–Шапиро  0.327 Оя 12T  0.694 Заманзаде–Аргами 1TZ  0.330 

13 Хи-квадрат Пирсона 0.311 Шапиро-Франциа  0.691 Десгань–Мишо APDX  0.318 

14 Десгань–Мишо APDX  0.304 Вайсберга-Бингема  0.691 Мартинеса–Иглевича  0.301 
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П р о д о л ж е н и е  т а б л и ц ы  5.1 

№ 1H  1- 2H  1- 3H  1- 

15 Жанга CZ   0.300 
Бонтемпса–Меддахи 

3_ 6BM  0.689 Десгань–Мишо EPDX  0.299 

16 
Заманзаде–Аргами 

1TZ  
0.293 Мартинеса–Иглевича  0.683 Ван Эса 0.298 

17 Ватсона 0.293 Хегази–Грина 1T  0.674 Десгань–Мишо Rn 0.287 

18 Андерсона–Дарлинга  0.287 Д`Агостино pE  0.671 Ройстона 0.273 

19 Фросини 0.285 Десгань–Мишо Rn 0.670 Гаствирта 0.273 

20 Али–Чорго–Ревеса  0.281 Ван Эса 0.667 Гири 0.272 

21 Ройстона 0.280 Харке–Бера  0.654 Бонетта–Сейер  0.272 

22 Купера 0.279 
Бонтемпса–Меддахи 

3_ 4BM  0.653 Жанга AZ   0.272 

23 Эппса–Пулли 0.275 Али–Чорго–Ревеса 0.643 Жанга CZ   0.270 

24 Десгань–Мишо nR  0.275 Андерсона–Дарлинга  0.630 Хегази–Грина 1T  0.267 

25 
Крамера–Мизеса–

Смирнова  
0.269 Ватсона 0.626 Дэвида–Хартли–Пирсона  0.255 

26 Оя 34T  0.262 Эппса–Пулли 0.623 Чена–Шапиро  0.251 

27 Мартинеса–Иглевича  0.252 Фросини 0.623 Эппса–Пулли 0.249 

28 
Никулина–Рао–

Робсона 
0.240 

Крамера–Мизеса–

Смирнова  
0.621 Жанга KZ   0.249 
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П р о д о л ж е н и е  т а б л и ц ы  5.1 

№ 1H  1- 2H  1- 3H  1- 

29 Жанга AZ  0.239 Ройстона 0.616 Д`Агостино 2Z  0.241 

30 Хегази–Грина 1T  0.218 Купера 0.589 Али–Чорго–Ревеса 0.240 

31 
Бонтемпса–Меддахи 

3_ 6BM  0.216 Жанга AZ   0.578 Андерсона–Дарлинга  0.230 

32 Шпигельхальтера 0.211 Чена–Шапиро  0.576 Оя 12T  0.228 

33 Колмогорова 0.208 Жанга KZ   0.569 Локка–Сперриера 2nT  0.222 

34 Жанга KZ   0.186 Жанга CZ   0.548 Лина–Мудхолкара 0.216 

35 Жанга 0.179 Колмогорова 0.540 Фросини 0.212 

36 Д`Агостино pE  0.164 Оя 34T  0.518 Жанга 0.212 

37 Ван Эса 0.150 
Локка–Сперриера 

2nT  
0.504 

Крамера–Мизеса–

Смирнова  
0.209 

38 Шапиро-Франциа  0.139 Шапиро–Уилка 0.502 Ватсона 0.204 

39 Вайсберга-Бингема  0.139 
Дэвида–Хартли–

Пирсона  
0.499 Шапиро–Уилка 0.203 

40 Чена 0.139 Д`Агостино 2Z  0.489 Купера 0.192 

41 Филлибена 0.119 
Никулина–Рао–

Робсона 
0.473 Никулина–Рао–Робсона 0.188 

42 
Заманзаде–Аргами 

2TZ  
0.086 Хи-квадрат Пирсона 0.423 Колмогорова 0.181 
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О к о н ч а н и е  т а б л и ц ы  5.1 

№ 1H  1- 2H  1- 3H  1- 

43 
Локка–Сперриера 

1nT  
0.074 Васичека 0.397 Оя 34T  0.172 

44 
Брис–Хьюберт–

Стройфа 
0.162 Эбрахими 0.396 Локка–Сперриера 1nT  0.168 

45 Харке–Бера  0.071 Корреа 0.382 Хи-квадрат Пирсона 0.155 

46 
Бонтемпса–Меддахи 

3_ 4BM  0.066 Жанга 0.355 Васичека 0.137 

47 Хегази–Грина 2T  0.061 Лина–Мудхолкара 0.332 Эбрахими 0.136 

48 Лина–Мудхолкара 0.056 Чена 0.292 Корреа 0.132 

49 Гелы–Гаствирта  0.004 Локка–Сперриера 1nT  0.255 Чена 0.130 

50 
Локка–Сперриера 

2nT  
0.000 

Брис–Хьюберт–

Стройфа 
0.147 Брис–Хьюберт–Стройфа 0.100 
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К сожалению, если критерий способен хорошо отличать  от , это не значит, что он также 

легко отличает от  гипотезу  или более далёкую гипотезу . Например энтропийные критерии 

Васичека, Корреа и Эбрахими показывают высокую мощность относительно  и имеют низкие 

оценки мощности относительно  и . А энтропийный критерии Заманзаде–Аргами со 

статистикой  наоборот: низкую мощность относительно  и высокую относительно  и . 

Тем не менее, ориентируясь на таблицу 5.1, можно выделить и наиболее предпочтительные 

критерии, и наименее предпочтительные критерии, включив в последние критерии, сосредоточенные в 

нижней части таблицы 5.1. Например, не очень эффективны критерии Чена, Локка–Сперриера , 

Брис–Хьюберт–Стройфа. 

В таблице 5.2 добавлена колонка с полученными оценками мощности критериев относительно 

гипотезы , соответствующей асимметричному распредлению минимального значения (при  и 

).  

Теперь для более однозначных выводов по множеству симметричных и асимметричных 

альтернатив можно поступить следующим образом.  

В убывающем ряду оценок мощности относительно рассматриваемой гипотезы  находится ранг 

этого критерия. В качестве основы для рейтинга можно взять сумму рангов соответствующего 

критерия: сумму мест “занятых” критерием по величине мощности относительно , . При 

упорядочивании критериев по возрастанию суммы, порядковые номера (ранги) этих сумм указывают 

рейтинг  соответствующего критерия. 

При одинаковой сумме мест будут одинаковыми и рейтинги. 

  

1H 0H

0H 3H 2H

1H

2H 3H

2TZ 1H 2H 3H

1nT

4H 50n 

0.1 

iH

iH 1,4i 

R
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Т а б л и ц а  5.2 

Ранжирование критериев нормальности 

№ Критерий 
Мощность относительно iH  Место относительно iH   

мест 
R 

1H  2H  3H  4H  1H  2H  3H  4H  

1 Десгань–Мишо APDX  0.304 0.705 0.318 0.744 14 7.5 13 16.5 51 1 

2 Заманзаде–Аргами 1TZ  0.293 0.695 0.330 0.717 16.5 11 12 20 59.5 2 

3 Десгань–Мишо EPDX  0.451 0.705 0.299 0.356 1 7.5 15 43 66.5 3 

4 Бонтемпса–Меддахи 3_ 6BM  0.216 0.689 0.342 0.744 31 15 8 16.5 70.5 4 

5 Д`Агостино pE  0.164 0.671 0.347 0.756 36 18 6 12.5 72.5 5 

6 Шапиро-Франциа  0.139 0.691 0.333 0.760 39.5 13.5 10.5 9.5 73 7.5 

7 Вайсберга-Бингема  0.139 0.691 0.333 0.760 39.5 13.5 10.5 9.5 73 7.5 

8 Хегази–Грина 2T  0.061 0.723 0.359 0.735 47 5 3 18 73 7.5 

9 Заманзаде–Аргами 2TZ  0.086 0.752 0.366 0.696 43 3 2 25 73 7.5 

10 Ройстона 0.280 0.616 0.273 0.776 21 29 18.5 5.5 74 10 

11 Филлибена 0.119 0.699 0.340 0.754 42 10 9 14 75 11 

12 Чена–Шапиро  0.327 0.576 0.251 0.776 12 32 26 5.5 75.5 12 

13 Гелы–Гаствирта  0.004 0.753 0.378 0.699 49 2 1 24 76 13 

14 Гаствирта 0.384 0.731 0.273 0.354 11 4 18.5 44 77.5 14 
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П р о д о л ж е н и е  т а б л и ц ы  5.2 

№ Критерий 
Мощность относительно iH  Место относительно iH   

мест 
R 

1H  2H  3H  4H  1H  2H  3H  4H  

15 Жанга CZ   0.300 0.548 0.270 0.772 15 34 23 7 79 15 

16 Гири 0.394 0.722 0.272 0.271 8.5 6.5 21 46 82 16 

17 Харке–Бера  0.071 0.654 0.349 0.756 45 21 4.5 12.5 83 17.5 

18 Бонетта–Сейер  0.394 0.722 0.272 0.271 8.5 6.5 21 47 83 17.5 

19 Бонтемпса–Меддахи 3_ 4BM  0.066 0.653 0.349 0.757 46 22 4.5 11 83.5 19 

20 Жанга AZ   0.239 0.578 0.272 0.787 29 31 21 3 84 20 

21 Шпигельхальтера 0.211 0.790 0.343 0.320 32 1 7 45 85 21 

22 Оя 12T  0.406 0.694 0.228 0.455 6 12 32 38.5 88.5 22 

23 Хегази–Грина 1T  0.218 0.674 0.267 0.724 30 17 24 19 90 23 

24 Эппса–Пулли 0.275 0.623 0.249 0.751 23.5 26.5 27.5 15 92.5 24 

25 Мартинеса–Иглевича  0.252 0.683 0.301 0.503 27 16 14 36 93 25 

26 Шапиро–Уилка 0.389 0.502 0.203 0.765 10 38 39 8 95 26 

27 Али-Чорго-Ревеса  0.281 0.643 0.240 0.702 20 23 30 22.5 95.5 27.5 

28 Андерсона–Дарлинга  0.287 0.630 0.230 0.702 18 24 31 22.5 95.5 27.5 

29 Десгань–Мишо nR  0.275 0.670 0.287 0.398 23.5 19 17 42 101.5 29 

30 Фросини 0.285 0.623 0.212 0.665 19 26.5 35 27 107.5 30 

  

 
2

7
2
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О к о н ч а н и е  т а б л и ц ы  5.2 

№ Критерий 
Мощность относительно iH  Место относительно iH   

мест 
R 

1H  2H  3H  4H  1H  2H  3H  4H  

31 Ван Эса 0.150 0.667 0.298 0.551 38 20 16 34 108 31 

32 Ватсона 0.293 0.626 0.204 0.583 16.5 25 38 32 111.5 32 

33 Д`Агостино 2Z  0.428 0.489 0.241 0.402 5 40 29 41 115 33 

34 Крамера–Мизеса–Смирнова  0.269 0.621 0.209 0.652 25 28 37 28 118 34 

35 Жанга KZ   0.186 0.569 0.249 0.679 34 33 27.5 26 120.5 35 

36 Дэвида–Хартли–Пирсона  0.400 0.499 0.255 0.172 7 39 25 50 121 36 

37 Васичека 0.434 0.397 0.137 0.611 3.5 43.5 46.5 29.5 123 37.5 

38 Эбрахими 0.434 0.396 0.136 0.611 3.5 43.5 46.5 29.5 123 37.5 

39 Локка–Сперриера 2nT  0.000 0.504 0.222 0.786 50 37 33 4 124 39 

40 Оя 34T  0.262 0.518 0.172 0.715 26 36 43 21 126 40.5 

41 Корреа 0.441 0.382 0.132 0.586 2 45 48 31 126 40.5 

42 Купера 0.279 0.589 0.192 0.526 22 30 40 35 127 42 

43 Лина–Мудхолкара  0.056 0.332 0.216 0.827 48 47 34 1 130 43 

44 Хи-квадрат Пирсона 0.311 0.423 0.155 0.455 13 42 45 38.5 138.5 44 

45 Локка–Сперриера 1nT  0.074 0.255 0.168 0.808 44 49 44 2 139 45 

46 Колмогорова 0.208 0.540 0.181 0.564 33 35 42 33 143 46 

47 Никулина–Рао–Робсона 0.240 0.473 0.188 0.431 28 41 41 40 150 47 

48 Жанга 0.179 0.355 0.212 0.476 35 46 36 37 154 48 

49 Чена 0.139 0.292 0.130 0.262 41 48 49 48 186 49.5 

50 Брис-Хьюберт-Стройфа 0.162 0.147 0.100 0.247 37 50 50 49 186 49.5 
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На результаты анализа и предложенное в таблице 5.2 ранжирование (оценки рейтинга) можно 

ориентироваться в приложениях, отдавая предпочтение применению того или иного критерия для 

проверки гипотезы о принадлежности анализируемой выборки нормальному закону. 

Вместе с тем из анализа результатов исследований можно сделать не вполне утешительные 

выводы. Очевидно, что ряд специальных критериев нормальности имеет явное преимущество в 

мощности по сравнению с используемыми в этих же целях непараметрическими и параметрическими 

критериями согласия.  

Среди специальных критериев есть фавориты, применение которых в приложениях наиболее 

целесообразно. По-видимому, с осторожностью к таким критериям можно отнести те, рейтинги 

которых в таблице 5.2 не опускаются ниже 20. 

К сожалению, достаточно обширна группа критериев, неспособных при малых n  и малых   

отличать от 0H  конкурирующие гипотезы типа 1H . 

Если внимательно посмотреть на результаты в таблице 5.2, то можно обратить внимание на то, что 

нет критерия, который входил бы в группу лидеров по величине мощности относительно каждой из 

рассмотренных 4-х конкурирующих гипотез, а минимальная сумма мест () равна 51 Как правило, если 

критерий обладает высокой мощностью относительно 2-х – 3-х типов конурирующих гипотез, то очень 

плохо с мощностью относительно гипотезы 4-го типа ( 1H  или 4H ). В качестве примера, достаточно 

глянуть на ситуацию с критериями Десгань–Мишо со статистикой EPDX , Хегази–Грина со статистикой 

2T , Заманзаде–Аргами со статистикой 2TZ . 

Всё это говорит о том, что несмотря на наличие множества критериев, идеального (равномерно 

наиболее мощного) критерия проверки отклонения от нормального закона нет. В такой ситуации 

рекомендуется применять такую совокупность критериев, чтобы обеспечить распозавание любой 

конкурирующей гипотезы. 
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8. Изменение свойств критериев нормальности вследствие ошибок округления  

Под влиянием ошибок округления распределения статистик могут изменяться очень существенно. 

Это касается и множества критериев, применяемых при проверке нормальности. 

В соответствии с оценками рейтинга, представленными в таблице 5.2, критерий Десгань–Мишо со 

статистикой APDX  оказался наиболее предпочтительным (на первой позиции рейтинга) критерием 

нормальности.  

 
Рис. 8.3. Зависимость от   распределения статистики APDX  критерия нормальности Десгань–Мишо при 

справедливости 0H  и 50n   
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Распределения статистики RW  критерия Ройстона (10-я позиция в рейтинге) ещё более 

чувствительны к наличию ошибок округления и с ростом   быстро отклоняются от асимптотического 

стандартного нормального закона (рис. 8.4). 

 

 
Рис. 8.4. Зависимость от   распределения статистики RW  критерия нормальности Ройстона при справедливости 

0H  и 50n   
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Рис. 8.5 демонстрирует изменения распределения статистики Ройстона в зависимости от объёма 

выборки n  при фиксированной ошибке округления 0.1   . То есть, и при росте  , и при росте n  

распределения 0( )RG W H  статистики всё дальше отклоняются от асимптотического стандартного 

нормального закона. 
 

 

Рис. 8.5. Зависимость распределения статистики RW  критерия нормальности Ройстона от n  при справедливости 

0H  и 0.1    
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Распределения статистик большинства специальных критериев нормальности зависят от объёмов 

выборок . Естественно, при соизмеримости  и  эти распределения зависят от величины .  

На рис. 8.6 показано, как меняются распределения статистики (2.32) левостороннего критерия 

Вайсберга–Биргема при 50n   и изменении   на интервале от 0 до  . По мощности этот критерий 

эквивалентен критерию Шапиро–Франциа (2.31) и вместе с последним и ещё двумя критериями 

занимает позиции 6–9 в таблице 5.2, в которой проранжированы критерии нормальности.  

 

Рис. 8.6. Зависимость от  распределения статистики  критерия нормальности Вайсберга–Биргема при 

справедливости  и  

 

 

n   

 `W

0H 50n 
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Применение критериев нормальности в условиях округления измерений  

На MMR-2021 было продемонстрировано, как меняются результаты применении 

непараметрических критериев согласи при проверке нормальности вследствие ошибок округления на 

данных из работы Р.Фишера. В данном случае представлены также изменения в результатах 

применения специальных критериев нормальности. 

 В работе [34] результаты измерений характеристик ирисов были использованы для решения задачи 

таксономии. В нашем случае рассмотрим, насколько хорошо ошибки этих измерений описываются 

нормальными законами распределения. Заимствованные в [34] результаты измерений в сантиметрах 

представлены в таблице 8.1.  

В таблице для каждого из 3-х видов ириса (Iris setosa, Iris versicolor, Iris virginica) представлены 

измерения 4-х характеристик для 50 представителей каждого вида: S_l – Sepal length – длина 

чашелистика, S_w – Sepal width – ширина чашелистика, P_l – Petal length – длина лепестка, P_w – Petal 

width – ширина лепестка. Погрешность округления =0.1 одна и та же для всех измерений. 

Т а б л и ц а  8.1 

Результаты измерений характеристик ирисов 

№  
Iris setosa Iris versicolor Iris virginica 

S_l S_w P_l P_w S_l S_w P_l P_w S_l S_w P_l P_w 

1 5.1 3.5 1.4 0.2 7.0 3.2 4.7 1.4 6.3 2.2 6.0 2.5 

2 4.9 3.0 1.4 0.2 6.4 3.2 4.5 1.5 5.8 2.5 5.1 1.9 

3 4.7 3.2 1.3 0.2 6.9 3.1 4.9 1.5 7.1 2.5 5.9 2.1 

4 4.6 3.1 1.5 0.2 5.5 2.3 4.0 1.3 6.3 2.5 5.6 1.8 

5 5.0 3.6 1.4 0.2 6.5 2.8 4.6 1.5 6.5 2.5 5.8 2.2 

6 5.4 3.9 1.7 0.4 5.7 2.8 4.5 1.3 7.6 2.6 6.6 2.1 
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П р о д о л ж е н и е  т а б л и ц ы  8.1 

Результаты измерений характеристик ирисов 

№  Iris setosa Iris versicolor Iris virginica 

 
7 4.6 3.4 1.4 0.3 6.3 3.3 4.7 1.6 4.9 2.6 4.5 1.7 

8 5.0 3.4 1.5 0.2 4.9 2.4 3.3 1.0 7.3 2.7 6.3 1.8 

9 4.4 2.9 1.4 0.2 6.6 2.9 4.6 1.3 6.7 2.7 5.8 1.8 

10 4.9 3.1 1.5 0.1 5.2 2.7 3.9 1.4 7.2 2.7 6.1 2.5 

11 5.4 3.7 1.5 0.2 5.0 2.0 3.5 1.0 6.5 2.7 5.1 2.0 

12 4.8 3.4 1.6 0.2 5.9 3.0 4.2 1.5 6.4 2.8 5.3 1.9 

13 4.8 3.0 1.4 0.1 6.0 2.2 4.0 1.0 6.8 2.8 5.5 2.1 

14 4.3 3.0 1.1 0.1 6.1 2.9 4.7 1.4 5.7 2.8 5.0 2.0 

15 5.8 4.0 1.2 0.2 5.6 2.9 3.6 1.3 5.8 2.8 5.1 2.4 

16 5.7 4.4 1.5 0.4 6.7 3.1 4.4 1.4 6.4 2.8 5.3 2.3 

17 5.4 3.9 1.3 0.4 5.6 3.0 4.5 1.5 6.5 2.8 5.5 1.8 

18 5.1 3.5 1.4 0.3 5.8 2.7 4.1 1.0 7.7 2.8 6.7 2.2 

19 5.7 3.8 1.7 0.3 6.2 2.2 4.5 1.5 7.7 2.8 6.9 2.3 

20 5.1 3.8 1.5 0.3 5.6 2.5 3.9 1.1 6.0 2.9 5.0 1.5 

21 5.4 3.4 1.7 0.2 5.9 3.2 4.8 1.8 6.9 2.9 5.7 2.3 

22 5.1 3.7 1.5 0.4 6.1 2.8 4.0 1.3 5.6 3.0 4.9 2.0 

23 4.6 3.6 1.0 0.2 6.3 2.5 4.9 1.5 7.7 3.0 6.7 2.0 

24 5.1 3.3 1.7 0.5 6.1 2.8 4.7 1.2 6.3 3.0 4.9 1.8 

25 4.8 3.4 1.9 0.2 6.4 2.9 4.3 1.3 6.7 3.0 5.7 2.1 

26 5.0 3.0 1.6 0.2 6.6 3.0 4.4 1.4 7.2 3.0 6.0 1.8 

27 5.0 3.4 1.6 0.4 6.8 2.8 4.8 1.4 6.2 3.0 4.8 1.8 
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О к о н ч а н и е  т а б л и ц ы  8.1 

Результаты измерений характеристик ирисов 

№  Iris setosa Iris versicolor Iris virginica 

28 5.2 3.5 1.5 0.2 6.7 3.0 5.0 1.7 6.1 3.0 4.9 1.8 

29 5.2 3.4 1.4 0.2 6.0 2.9 4.5 1.5 6.4 3.0 5.6 2.1 

30 4.7 3.2 1.6 0.2 5.7 2.6 3.5 1.0 7.2 3.0 5.8 1.6 

31 4.8 3.1 1.6 0.2 5.5 2.4 3.8 1.1 7.4 3.0 6.1 1.9 

32 5.4 3.4 1.5 0.4 5.5 2.4 3.7 1.0 7.9 3.0 6.4 2.0 

33 5.2 4.1 1.5 0.1 5.8 2.7 3.9 1.2 6.4 3.0 5.6 2.2 

34 5.5 4.2 1.4 0.2 6.0 2.7 5.1 1.6 6.3 3.1 5.1 1.5 

35 4.9 3.1 1.5 0.2 5.4 3.0 4.5 1.5 6.1 3.1 5.6 1.4 

36 5.0 3.2 1.2 0.2 6.0 3.4 4.5 1.6 7.7 3.1 6.1 2.3 

37 5.5 3.5 1.3 0.2 6.7 3.1 4.7 1.5 6.3 3.1 5.6 2.4 

38 4.9 3.6 1.4 0.1 6.3 2.3 4.4 1.3 6.4 3.2 5.5 1.8 

39 4.4 3.0 1.3 0.2 5.6 3.0 4.1 1.3 6.0 3.2 4.8 1.8 

40 5.1 3.4 1.5 0.2 5.5 2.5 4.0 1.3 6.9 3.2 5.4 2.1 

41 5.0 3.5 1.3 0.3 5.5 2.6 4.4 1.2 6.7 3.2 5.6 2.4 

42 4.5 2.3 1.3 0.3 6.1 3.0 4.6 1.4 6.9 3.2 5.1 2.3 

43 4.4 3.2 1.3 0.2 5.8 2.6 4.0 1.2 5.8 3.3 5.1 1.9 

44 5.0 3.5 1.6 0.6 5.0 2.3 3.3 1.0 6.8 3.3 5.9 2.3 

45 5.1 3.8 1.9 0.4 5.6 2.7 4.2 1.3 6.7 3.3 5.7 2.5 

46 4.8 3.0 1.4 0.3 5.7 3.0 4.2 1.2 6.7 3.4 5.2 2.3 

47 5.1 3.8 1.6 0.2 5.7 2.9 4.2 1.3 6.3 3.4 5.0 1.9 

48 4.6 3.2 1.4 0.2 6.2 2.9 4.3 1.3 6.5 3.6 5.2 2.0 

49 5.3 3.7 1.5 0.2 5.1 2.5 3.0 1.1 6.2 3.8 5.4 2.3 

50 5.0 3.3 1.4 0.2 5.7 2.8 4.1 1.3 5.9 3.8 5.1 1.8 
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Вследствие округления результатов измерений в столбцах таблицы 8.1 наблюдаются 

повторяющиеся значения. Посмотрим, как это отражается на результатах проверки гипотезы о 

принадлежности измерений характеристик ирисов нормальному закону. 

 

Результаты проверки принадлежности всех 12-и выборок нормальным законам по 8-и 

рассматриваемым критериям согласия (Колмогорова (K), Крамера–Мизеса–Смирнова (CMS), 

Андерсона–Дарлинга (AD), Купера (Ku), Ватсона (W), Жанга ( AZ , CZ  и KZ )) и 6-и специальным 

критериям (Бонтемпса–Меддахи со статистикой 3 6BM   (BM), Десгань–Мишо со статистикой APDX  

(DM), Филлибена (Fb), Гири (Gr), Ройстона (Rn), Вайсберга–Биргема (WB)) для каждого из 3-х видов 

ириса представлены в таблицах 8.2–8.4. 
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Т а б л и ц а  8.2 

Проверка гипотез о принадлежности нормальному закону характеристик для Iris setosa 

Test 

Sepal length Sepal width Petal length Petal width 

5.006  , 0.3489   3.428  , 0.3753   1.462  , 0.1719   0.246  , 0.1043   

S  valuep  
S  valuep  

S  valuep  
S  valuep  

0   0.1   0   0.1   0   0.1   0   0.1   

K 0.828 0.106 0.479 0.758 0.192 0.614 1.102 0.006 0.521 2.501 0.000 0.000 

CMS 0.071 0.269 0.659 0.074 0.248 0.558 0.187 0.009 0.429 0.982 0.000 0.0001 

AD 0.414 0.339 0.731 0.484 0.231 0.496 0.999 0.013 0.522 4.747 0.000 0.0001 

Ku 1.511 0.047 0.388 1.420 0.086 0.485 2.110 0.000 0.343 4.148 0.000 0.0004 

W 0.070 0.229 0.627 0.072 0.217 0.540 0.188 0.004 0.402 0.940 0.000 0.0001 

AZ  3.312 0.636 0.828 3.356 0.148 0.220 3.365 0.107 0.520 3.706 0.000 0.001 

CZ  5.643 0.518 0.689 6.690 0.376 0.515 8.390 0.216 0.756 41.661 0.0002 0.002 

KZ  1.175 0.262 0.630 1.168 0.078 0.249 0.206 0.019 0.610 12.067 0.000 0.000 

BM 0.374 0.924 0.928 2.799 0.282 0.288 3.525 0.196 0.221 16.154 0.010 0.020 

DM 0.243 0.884 0.893 2.108 0.345 0.370 3.410 0.169 0.299 17.185 0.000 0.022 

Fb 0.991 0.543 0.833 0.981 0.110 0.191 0.974 0.033 0.365 0.891 0.000 0.001 

Gr 0.776 0.371 0.351 0.766 0.227 0.218 0.765 0.219 0.156 0.791 0.692 0.120 

Rn 0.102 0.462 0.735 0.608 0.273 0.461 1.600 0.055 0.611 4.782 0.000 0.0005 

WB 0.982 0.537 0.547 0.964 0.119 0.283 0.949 0.035 0.278 0.795 0.000 0.011 
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Т а б л и ц а  8.3 

Проверка гипотез о принадлежности нормальному закону характеристик для Iris versicolor 

Критерий 

Test 

Sepal length Sepal width Petal length Petal width 

5.936  , 0.5110   2.770  , 0.3106   4.260  , 0.4652   1.3260  , 0.1958   

S  valuep  
S  valuep  

S  valuep  
S  valuep  

0   0.1   0   0.1   0   0.1   0   0.1   

K 0.716 0.265 0.557 0.888 0.061 0.415 0.860 0.079 0.259 1.065 0.010 0.453 

CMS 0.059 0.395 0.602 0.105 0.094 0.345 0.091 0.147 0.262 0.154 0.023 0.467 

AD 0.374 0.421 0.613 0.573 0.139 0.450 0.562 0.149 0.254 0.975 0.015 0.319 

Ku 1.282 0.199 0.519 1.403 0.097 0.678 1.252 0.232 0.623 1.886 0.001 0.432 

W 0.057 0.362 0.576 0.098 0.093 0.373 0.076 0.191 0.359 0.153 0.014 0.451 

AZ  3.313 0.624 0.717 3.320 0.500 0.742 3.354 0.155 0.201 3.387 0.050 0.214 

CZ  6.214 0.441 0.515 5.900 0.483 0.691 8.593 0.203 0.256 12.31 0.055 0.226 

KZ  0.849 0.520 0.742 1.348 0.176 0.568 1.285 0.204 0.399 2.563 0.008 0.283 

BM 1.168 0.639 0.644 2.464 0.333 0.343 4.062 0.151 0.154 0.913 0.721 0.744 

DM 0.682 0.708 0.716 2.379 0.302 0.340 3.771 0.150 0.164 0.119 0.942 0.955 

Fb 0.992 0.640 0.781 0.988 0.351 0.679 0.984 0.168 0.239 0.976 0.052 0.342 

Gr 0.825 0.444 0.482 0.820 0.548 0.658 0.815 0.674 0.726 0.803 0.986 0.786 

Rn 0.089 0.468 0.594 0.418 0.340 0.658 1.014 0.156 0.229 1.922 0.027 0.243 

WB 0.984 0.620 0.597 0.976 0.346 0.471 0.968 0.166 0.306 0.953 0.047 0.283 
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Т а б л и ц а  8.4 

Проверка гипотез о принадлежности нормальному закону характеристик для Iris virginica 

Критерий 

Test 

Sepal length Sepal width Petal length Petal width 

6.5880  , 0.6295   2.9740  , 0.3193   5.552  , 0.5463   2.0260  , 0.2719   

S  valuep  
S  valuep  

S  valuep  
S  valuep  

0   0.1   0   0.1   0   0.1   0   0.1   

K 0.841 0.095 0.202 0.925 0.042 0.314 0.843 0.092 0.238 0.895 0.057 0.504 

CMS 0.089 0.155 0.210 0.106 0.093 0.313 0.087 0.165 0.250 0.121 0.059 0.308 

AD 0.557 0.153 0.204 0.611 0.112 0.355 0.619 0.108 0.159 0.760 0.048 0.245 

Ku 1.331 0.151 0.336 1.744 0.008 0.170 1.322 0.159 0.411 1.746 0.008 0.259 

W 0.085 0.140 0.198 0.102 0.081 0.308 0.074 0.201 0.322 0.121 0.044 0.273 

AZ  3.332 0.334 0.377 3.342 0.238 0.389 3.356 0.146 0.175 3.356 0.146 0.296 

CZ  6.711 0.373 0.420 7.263 0.314 0.486 9.466 0.148 0.178 9.737 0.133 0.275 

KZ  1.306 0.194 0.296 1.496 0.124 0.439 1.554 0.107 0.201 2.076 0.028 0.230 

BM 1.605 0.514 0.517 2.839 0.276 0.285 3.994 0.156 0.157 1.475 0.550 0.560 

DM 0.824 0.660 0.667 2.762 0.249 0.283 3.038 0.216 0.228 1.233 0.536 0.579 

Fb 0.985 0.220 0.267 0.982 0.116 0.244 0.983 0.137 0.176 0.983 0.147 0.396 

Gr 0.798 0.871 0.854 0.759 0.152 0.146 0.805 0.938 0.970 0.839 0.200 0.317 

Rn 0.649 0.259 0.316 0.912 0.181 0.389 1.238 0.108 0.144 1.360 0.088 0.268 

WB 0.971 0.221 0.324 0.964 0.122 0.309 0.965 0.131 0.240 0.966 0.136 0.350 
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Для каждой выборки в таблицах приводятся ОМП параметров   и   нормального закона и 

вычисленные значения S  статистик применяемых критериев. Значения достигнутого уровня 

значимости valuep  в предположении об отсутствии ошибок округления (при 0  ) для критериев 

Колмогорова, Крамера–Мизеса–Смирнова, Андерсона–Дарлинга, Купера, Ватсона, Десгань–Мишо и 

Ройстона могут быть рассчитаны по известным асимптотическим распределениям статистик. Но 

распределения 0( )nG S H  статистик остальных критериев зависят от n . Для чистоты эксперимента 

оценки valuep  в отсутствие ошибок округления (при 0  ) находились по распределениям статистик 

0( )nG S H , моделируемым при 50n  . 

Оценки valuep  в условиях влияния ошибок округления  (при 0.1   и при соответствующей ОМП 

для  ) вычислялись по реальным распределениям 0( )nG S H  статистик критериев, моделируемым в 

интерактивном режиме. Такая возможность реализована в [146]. 

Как можно видеть, оценки valuep , вычисленные по реальным распределениям 0( )nG S H  статистик, 

имеющим место в условиях наличия ошибок округления ( 0.1  ), кардинально отличаются от 

значений valuep , вычисленных по распределениям статистик этих же критериев в условиях отсутствия 

ошибок округления ( 0  ). И если пренебречь влиянием ошибок округления на распределения 

статистик критериев, то во многих случаях гипотеза о нормальности будет несправедливо отклоняться. 

В данном случае надо обратить внимание на то, что каждой проверке по каждому применяемому 

критерию при ( 0.1   и 50n  ) соответствует своё распределение статистики 0( )nG S H , зависящее от 

  нормального закона. То есть, для анализа 12 выборок по каждому из 14 критериев мы должны 

использовать 12 различных распределений 50 0( )G S H  статистики применяемого критерия, по 

которому и вычисляется valuep .  
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Следует сделать ещё одно важное замечание. Среди специальных критериев нормальности есть 

правосторонние, левосторонние и двусторонние критерии. Вследствие влияния ошибок округления 

распределения статистик правосторонних критериев сдвигаются вправо, а левосторонних – влево. При 

этом реальный достигнутый уровень значимости valuep , учитывающий влияние  , всегда оказывается 

не меньше того, что мы имеем при его вычислении без учёта такого влияения.  

В случае двусторонних критериев вследствие влияния   область определения статистик критериев 

также меняется: при этом она может изменяться по масштабу и сдвигаться влево или вправо. Поэтому 

реальный valuep , учитывающий влияние   и вычисляемый в соответствии с (1.5), может возрастать, а 

может и уменьшаться. Чтобы подчеркнуть этот факт, в строках таблиц 8.2-8.4 для двустороннего 

критерия Гири ситуации с уменьшением valuep  из-за влияния   выделены цветом.  
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